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nepotriviri. Rostul este prea important si prea infasurat de doriri de bine, asa
ca adesea genereaza vremelnice neadaptari. Este corect sd trecem aici peste
frictiuni si sa evidentiem o esentd a acestei miscari: autoalimentarea. Ne
referim la faptul ca olimpicii de o generatie, doua, trei sau chiar mai multe,
pun umir si suflet, timp i competente, rdbdare si scantei spre binele actiunii.
Nu plangem prea tare cd, firesc, multi dintre acesti campioni veterani s-au
imprastiat in lumea largd sau au urcat in cercetari matematice de varf: de
unde sunt, aduc adesea ajutor.

Spre a evita jumatati de intelesuri, sa zicem ca sunt buni fiindca au stofa
buni. Dar si darzenia de a deveni mai buni. Cel mai adesea au si profesori cu
har. Am vazut profesori de-ai lor venind pe gratis la pregitiri sau la baraje: o
noapte pe un tren, o zi de munca lungita cu discutii prietenesti, altd noapte pe
alt tren spre a fi Tnapoi la obligatii scolare cotidiene.

Intrebarea este daca sunt multi sau putini. Administrativ, vorbim de 25 in
fiecare an. Stim cd, dacd ar fi puteri si bani, ar fi mai multi. Cu regrete,
respectam regulile jocului.

Primul rost al cartii prezente este de a oferi sansa si altora. Independent de
sigla editoriald de pe copertd, cartea este continuare fireasca pentru GM,
RecMat, RMT, RMC si alte surate ale lor.

martie, 2007, lasi Prof. univ. dr. Dan Brdnzei
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Capitolul 1

Subiectele propuse la OBM]
1.1. Prima OBMJ - Belgrad, lugoslavia, iunie 1997

1. in interiorul sau pe laturile unui patrat de laturd 1 se considerd noui
puncte oarecare. Sd se arate cd putem alege trei dintre aceste puncte, astfel

incét aria triunghiului determinat de ele si nu depiseasci

g .
Bulgaria

x?—y?

e
Z

2, .2
X+ 5 ) .
2. Daca Y + k, sa se calculeze in functie de k valoarea

X% —y? Xty
doo ROyt X" =y

expresiei g g

X -y X +y

Cipru

3. Fie I centrul cercului inscris in triunghiul ABC, iar D, E mijloacele

laturilor [AB], respectiv [AC]. Notam cu K si L punctele de intersectie ale

dreptei DE cu BI, respectiv CI. Sa se arate cd Al + BI + CI > BC + KL.
Grecia

4. in triunghiul ABC notam cu a, b, ¢, R lungimile laturilor [BC], [CA],
[AB], respectiv raza cercului circumscris. Dacd R(b + ¢) = a\/g , stabiliti
natura triunghiului.

Romdnia
1.2. A doua OBMJ — Atena, Grecia, iunie 1998
5. Demonstrati cd numarul N =]1...1 22...2 5 este patrat perfect.
1997 del §i 1998 de2
lugoslavia

6. Fie pentagonul ABCDE in care AB = AE = CD = 1, m(xABC) =
=m(«DEA) = 90°, iar BC + DE = 1. Calculati aria pentagonului.
Grecia



7. Gasiti toate perechile (x, y) de numere intregi pozitive cu proprietatea cd
XY=y
Albania

8. Folosind doar trei cifre, se pot construi 16 numere de trei cifre astfel incat
sd nu existe doui dintre ele care sa dea acelasi rest la impartirea prin 16?

Bulgaria
1.3. A treia OBMJ — Plovdiv, Bulgaria, iunie 1999
9. Fie a, b, ¢, X, y numere reale distincte nenule‘éstfel incat
a+ax+y=b'+bx+y=c’+cx+y=0.
Sisearateciatb+c=0.
Cipru

. 3 6n+2
10. Pentru n = 0, 1, 2, ..., 1999, consideram numerele A, =2 "+3 +
+55"%2  Gasiti cel mai mare divizor comun al numerelor Ag,Aj,A,,

wrs A1ggg -
Romdania

11. Se considera un pitrat S de laturd 20. Fie M o multime formati din ‘cele
patru varfuri ale patratului si inca 1999 de puncte interioare lui S.
Demonstrati ca existd un triunghi cu varfurile in M, avand aria cel mult egala

cu —.
10
Iugoslavia

12. Se considera triunghiul isoscel ABC cu AB = AC si punctul D € (BC) cu
BD > CD. Fie C;, C, cercurile circumscrise triunghiurilor ABD si ACD,
[BB] si [CC'] diametre in cele doud cercuri, iar M mijlocul lui [B'C'].
Demonstrati ¢ aria triunghiului MBC nu depinde de pozitia punctului 1(); .
recia

10

1.4. A patra OBMJ — Ohrid, Macedonia, iunie 2000

13. Fie x, y numere intregi astfel incat x> +y® + (x + y)? + 30xy = 2000. Si se
aratecax +y = 10.

Romadnia

14. Gasiti toate numerele naturale nenule n cu proprictatea ca n’> + 3" este
patrat perfect.

Bulgaria

15. Un semicerc cu diametrul [EF] inclus in latura [BC] a triunghiului ABC
este tangent laturilor [AB] si [AC] in Q, respectiv P si fie {K} = EP N FQ.
Demonstrati ca AK este indltime in triunghiul ABC.

Albania

16. La un turneu de tenis au participat de doua ori mai multi biieti decat fete.
Intre fiecare doi participanti se joacd exact cate un meci, care nu se poate
incheia la egalitate. Raportul intre numarul victoriilor obtinute de fete si cel al

el : i T, xsdl =il
victoriilor obtinute de baieti a fost % Cati participanti au fost la acest

turneu?
Tugoslavia

1.5. A cincea OBMJ — Nicosia, Cipru, iunie 2001

17. Gisiti toate numerele naturale a, b, ¢ pentru care a+b+¢*=2001.
Romania

18. In triunghiul ABC avem c¢a m(«xACB) = 90°, iar AC # BC. Fie L, H €
€ [AB] astfel incat «tACL = «LCB, iar CH L AB.
a) Pentru orice punct X (diferit de C) de pe dreapta CL, demonstrati ci
m(«XAC) # m(«XBC).
b) Pentru orice punct Y (diferit de C) de pe dreapta CH, demonstrati
cam(«YAC) # m(«YBC).
Bulgaria

19. Fie triunghiul echilateral ABC si punctele D € [AB], E € [AC]. Daci
DF, EG (cu F € AE, G € AD) sunt bisectoare interioare ale unghiurilor

11



triunghiului ADE, demonstrati c¢a suma ariilor triunghiurilor DEF si DEG
este cel mult egald cu aria triunghiului ABC. Cénd se atinge egalitatea?
Grecia

20. Un poligon convex cu 1415 laturi are perimetrul de 2001 cm.
Demonstrati ca exista trei varfuri ale poligonului astfel incat triunghiul deter-
minat de ele s aiba aria mai mica decat 1 cm’.

Iugoslavia

1.6. A sasea OBMJ — Targu-Mures, Romania, iunie 2002

21. Fie' ABC un triunghi isoscel (AB = BC) si P un punct pe arcul AB al
cercului circumscris triunghiului ce nu contine punctul C. Notdm cu D
proiectia lui C pe PB. Demonstrati cd PA + PB = 2PD.

Grecia

22. Cercurile C; si C, de raze diferite se intersecteaza in A si B, astfel incét
AB separi centrele O, si O,. Fie By, B, punctele diametral opuse lui B in C,,
respectiv C,, iar M mijlocul segmentului [BB;]. Pe C, si C, considerdm
punctele My, respectiv M, astfel incit «AO,M,; = £«AO,M,, B, in interiorul
unghiului «AOM,, iar B este interior unghiului «AO,M,. Demonstrati ca
+MM,B = «+MM,B.

Cipru
23. Gasiti numerele naturale N cu proprietitile:
i) N are exact 16 divizori | =d; <d, <...<d;s=N;
i1) divizorul cu indicele ds este egal cu (d; + dy) - de.
Bulgaria
24. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive, demonstrati ca
1 1 1 27
- i > ~.
b(a+b) b(b+c) a(c+a) 2(a+b+c)”
Grecia

1.7. A saptea OBMJ — Izmir, Turcia, iunie 2003

25. Fie n € N*. Numarul A este format din 2n cifre de 4, iar numarul B este
format din n cifre de 8. Sa se arate cd A + 2B + 4 este patrat perfect.
Macedonia

12

26. Fie n puncte in plan, oricare trei necoliniare, cu proprietatea (P): oricum
am pumerota aceste puncte A, A, ..., A, linia frinta A;A,...A, nu se
autointersecteaza. Gasiti valoarea maxima a lui n.

Romdnia

27. Pe cercul circumscris triunghiului ABC, arcele AB, BC, CA se consideri
astfel incit C ¢ AB, A ¢ BC, B ¢ CA si fie F, D, respectiv E mijloacele
acestor arce. Notdm cu G si H punctele de intersectie ale lui DE cu BC,
respectiv AC si cu I, J punctele de intersectie ale lui DF cu BC, respectiv AB.
Fie M, N mijloacele lui [GH], respectiv [I J].

a) Gasiti unghiurile triunghiului DMN in functie de unghiurile triunghiu-
lui ABC.

b) Dacé O este centrul cercului circumscris triunghiului DMN si {P} =
= AD N EF, aratati ca O, P, M si N sunt conciclice.

Bulgaria

28. Fie x, y, z numere reale mai mari decat —1. Si se demonstreze ci

1+ x? 1+y? 2
7k 4 > okt 523,
I+y+z° l+z+x l+x+y

Romania
1.8. A opta OBMJ — Novi Sad, Serbia si Muntenegru, iunie 2004

29. Fie x, y numere reale, nu simultan nule. Si se demonstreze ci
Xty 242

Albania

30. Fie ABC un triunghi isoscel, AC = BC, M mijlocul segmentului [AC], iar
[CH] inaltimea din C. Cercul ce trece prin B, C si M intersecteazi a doua
dreaptda CH in Q. Sa se afle raza cercului circumscris triunghiului ABC in
functie de m = CQ.

Bulgaria
31. Fie x, y € N astfel incat 3x + 4y si 4x + 3y si fie ambele pitrate perfecte.

Sa se arate ca numerele x si y sunt multipli de 7.
Grecia
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32. Se considera un poligon convex cu n > 4 varfuri. Descompunem arbitrar
poligonul in triunghiuri ale cdror varfuri sunt printre cele ale poligonului,
astfel incat oricare doua triunghiuri si nu aiba puncte interioare comune.
Colordm cu negru triunghiurile ce au doud laturi care sunt si laturi ale
poligonului, cu rosu triunghiurile ce au exact o latura care este si laturd a
poligonului, celelalte triunghiuri lasandu-le albe. S& se demonstreze ca
numirul triunghiurilor negre este cu 2 mai mare decat numarul triunghiurilor
albe.

Romdnia
1.9. A noua OBMJ — Veria, Grecia, iunie 2005

33. Gasiti toate numerele x, y € N* pentru care 9x*+y*+1)+2(3xy +2) =
=2005.
Cipru

34. Fie ABC un triunghi ascutitunghic. Tangenta in A la cercul circumscris C
al acestuia taie BC in P si fie M mijlocul lui [AP]. Dreapta BM intersecteaza
din nou C in R, iar PR taie din nou C in punctul S diferit de R. Demonstrati
ca AP || CS.

Romdnia

35.a) Demonstrati ci putem gisi 5 puncte in plan pentru care si existe cel
putin 8 triunghiuri dreptunghice cu varfurile in aceste puncte.
b) Demonstrati ¢ putem gasi 64 de puncte in plan pentru care sd existe
cel putin 2005 triunghiuri dreptunghice cu varfurile in aceste puncte.
Bulgaria

36. Gasiti toate numerele naturale abc scrise in baza 10, pentru care
abc=abc(a+b+c).
Albania

1.10. A zecea OBMJ — Chisiniu, Moldova, iunie 2006
37. Daca numirul intreg n > 4 nu este prim, aratati ca 2n divide (n — 1)!.

38. Fie ABC un triunghi isoscel cu AB = AC si m(«xA) < 60°. Consideram
punctele D, E pe (AC) astfel incat EB = ED si «ABD = «CBE. Bisectoarele
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unghiurilor «ACB si «BDC se intalnesc in O. Calculati masura unghiului
+«COD.

39. Un numdr natural nenul se numeste perfect daca suma tuturor divizorilor
sai naturali este egald cu dublul numarului. Gasiti toate numerele perfecte n,
pentru care n— 1 si n+ 1 sunt ambele prime.

40. Fie n intreg, n > 2. Dintr-o tabla 2n x

x2n, unele patratele de laturd 1 sunt I
eliminate: doua din mijloc de pe linia 2,
patru de la mijlocul liniei 3, ..., 2n — 2
patrdtele de la mijlocul liniilor n i n + 1,
..., patru de la mijlocul liniei  2n — 2 si
doud de la mijlocul liniei 2n — 1 (in figurd
este exemplificat cazul n = 4). Care este
cel mai mare numar de piese de domino 2 x
1 care pot fi plasate, fard suprapuneri, pe
figura ramas3?
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